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1¥* COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
(Durée de Pépreuve ; 4 heures)

L’épreuve comporte un seul probléme, composé de quatre parties non indépendantes notées
de AaD.

Probléme

Le symbole Ln désigne le logarithme népérien de base e, e = 2,718.
Partie A
On considére la fonction numérique h de la variable réelle x, strictement positive, définie par :
1 1
h(x) =1 (x E)—Lnx

Etudier trés précisément les variations de h.

On étudiera en particulier le signe et les variations de h’ et h’” pour établir le tableau complet
des variations de h ; on n’oubliera pas les points caractéristiques, leurs tangentes, les limites et
les asymptotes éventuelles de h, ete.

Partie B

1} Soient les deux fonctions a(t) et b(t) de la variable réelle t,t € J =]-1, + == [, définies par :

a(t’):;ﬁ-1 et b(t) =Ln(1l +¢t)

Donner les développements limités & I’ordre 3 de a(t) et b(t) an voisinage de 0.
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z 3
2) Montrer que b(t) <t — t; + %, pourte J.
3) On considére la fonction numérique f de la variable réelle t € J = ]-1, + o= [, définie par :

(140
=" et £0) = 1

3a - Quel est le signe de £ 7

3b - Montrer que f est continue en 0.

4) Calculer £'(t). Montrer que f est dérivable en 0.

Partie C
1) On considére la fonction numérique g de la variable réelle t, t € J = -1, + o [, définie par :

1
1+t—m

- 1
: Ln(1+1t)

g(t) =

Etablir un lien entre g et h (h introduite 2 la Partie A).

f().g(t)

2) Montrer que la dérivée f '(t) peut tre mise sous la forme = - pour t #0.

3) Démontrer que f ° est continue pour tout t € J.

4) A partir des tableaux de variations de g et f, montrer que f(t) > | pour tout t € J.

tZ t3

5) Montrer que Ln f(t) < = + & pour te L

Partie D

Soit une suite {u,}, & termes positifs, n entier > 0 ; on définit la suite { Un} par :
Uy = EE=1 Uk

1) Montrer qu’'une condition nécessaire pour que la suite {U,} admette une limite finie U est
que u, = Oquand n = +ee,

2) Que peut-on dire du comportement de la suite {Uy} si u,ne tend pas vers 0 quand
n-> +o?

www.mongosukulu.com = Téléchargements d’épreuves & Cours gratuits




Fichier téléchargé gratuitement sur www.mongosukulu.com

3) Pour x réel > 0, n entier > 0, on définit la suite de fonctions {u,(x)} de terme général :

(nx)™/n

e

; L P e -
Montrer que, pour x > 0, le ratio u,.q(x)/u,(X) est égal a e.x.f(;} ol f a été définic cn B3.
. 1
4) Dans cette question, on supposs que X > s
4a ~ Montrer que la suile de terme général {u,(x)}, n entier > 0, est une suite croissante,
4b - En déduire alors la nature de la suite associde {Un(x)} ot Un(x) = TE_; ug(x).

5) Dauns celte question, on suppose que ex < 1.
Soit g un nombre réel tel que ex < g < 1.

Sa - Montrer qu’il existe un entier N tel que, pour tout n > N, 1,41 (X)/u(x) < q.
5b - En déduire alors que, pour tout n > N, us(x) < ™™ un(x).
3¢ - Quelle est la nature de la suite {U,(x)} ?

6) Pour n cntier > 0, on détinit les deux suites (vy,) et (w,,) par :

K

. ®"vh & /K
3

vn:———n! &t Wa=Yi., L S A

Quelles sont les limites de ces deux suites ?

. ; 1
7) On étudie la suite un(;}.
1
7a ~ Donner I'expression de un(;).
1 1
7b - Pour tout entier k > 1, calenler le rapport R(k, €) = uyq (;) { uk(-;).

7¢ — Montrer, en utilisant la question 5 de la partie C, que Ln R(k, ¢) est majoré par

" 1 1
= 12K ' 6k3

7d — En déduire que, pour n entier > 1 :

Lafu©) < - 1+ Spci MK)

: 1 FAY
7e — Montrer que la suife Un(7) est majorée.

D n
(e
n! °

8) Soil la suite z, = n entier > 0.

; 1
&a — Donner une relation entre z, et un(;).

8b ~ Quelle est 1a limite de la suite z, quand n tend vers + o< 7
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